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Coordenadas Polares

[1] Dados os pontos P(3, ), Py(—3,330°), Ps(—1,—%), P4(v2,-315°), P5(0,53°),
Ps(0,e™) e P:(1,3), determine:

A representacao gréafica de cada um desses pontos no plano polar.

Trés outros conjuntos de coordenadas polares para os pontos P3 e Pj.

1)
2)
.3) Quais desses pontos coincidem com o ponto P(3,2310°).

4) O conjunto principal de coordenadas polares do ponto P,.

1.5) Um conjunto de coordenadas polares (r,0) do ponto P3, tal que r > 0e 0 € (—7m, —5m).
[2] Em cada um dos itens a seguir, identifique o lugar geométrico do ponto que se move

e faga um esboco desse lugar:

(2.1) Um ponto P(r,#) se move de maneira que, para todos os valores de seu angulo vetorial 6
seu raio vetor r permanece constante e igual a 4.
(2.2) Um ponto se move de maneira que, para todos os valores de seu raio vetor, seu angulo

vetorial permanece constante e igual a 4.

[3] Determine um conjunto abrangente para cada uma das curvas dadas a seguir:
(31)Cy: r=4 (32)Cy: =7 (3.3) C3: r=2cos (3.4) Cy:r =2 cos 40

[4] Verifique se o ponto P pertence a curva C, sendo:
(4.1) P(-1,%) e C: r* —2cos 20 =0 (42) P(-1,5)eC: r(1—3senf) =

(4.3) P(4,5)eC: r=4sen 30 (4.4) P(O,{5)eC: r—3cosf+rsent=0.
[5] Determine o conjunto principal de coordenadas polares dos pontos de coordenadas
retangulares:

3 3v3

(3.1) (5,—%> (3.2) (3,-2) (3.3) (cos 2, sen 2)

6] Transforme as equacoes cartesianas para polares:

[ ¢

2x
(6.1) 2z —y =0 (6.2) (x =1+ (y—3)*=4 (6.3) y = o]
(6.4) 2° + y* — 3azy = 0 (6.5) 22+ y*+ 3y =0 (6.6) 2° —y* =16



[7] Transforme as equagoes polares para cartesianas:

6
_ 2 _ _
(7.1) r=8sen 0 (7.2) r* sen 20 = 2 (7.3) r= SyTy—
(7.4)r* =10 (7.5) r = 2 sen 30 (7.6) r> = 4 cos 20
[8] Determine todos os pares de coordenadas polares do ponto @) simétrico de P (2, g)

em relacao:
(8.1) ao eixo polar  (8.2) ao eixo a 90°  (8.3) ao pdlo.

[9] Considere a curva C': r? = 2 sen 2.

(9.1) Determine uma equagao polar da curva C’ simétrica de C' em relagao:
(a) ao eixo polar  (b) ao eixo a 90°  (c¢) ao pdlo.

(9.2) Verifique se C' ¢ simétrica em relagao:
(a) ao eixo polar  (b) ao eixo a 90°  (¢) ao pdlo.

[10] Ache os pontos de intersecgao dos graficos do par de equagdes dadas:

'{27°:3 '{7’:4(1~|—sen6’) r=1—send
(10.1) { (10.2) { (10.3) {
=1+ cos 0 t7"(1—sen(9):3 L7“:(:082«9
( (
' r=4—2sen 6 1 r=2+2cos 0
(10.4){ (10.5){ -
L 7= —2+2send \QZZ

[11] Deduzir a férmula da distancia entre os pontos P;(ry,61) e Py(rqe,02) em coordenadas

polares.

[12] Faga um esbogo do gréfico das seguintes equagdes polares:

(12.1) r=3—4 cos ¢ (12.2) r=442sen 0 (12.3) 72 = 9 sen 26
(12.4) r = —25 cos 30 (12.5) r = 4 sen 56 (12.6) r = | sen 26|
(12.7) r =30, 6> 0 (12.8) r = —8 sen 26

Areas de figuras planas em coordenadas polares

[13] Nos problemas a seguir encontre a area das regides indicadas:

(13.1) Interior a circunferéncia r = cos € e exterior a cardidide r = 1 — cos 6.
(13.2) Exterior a circunferéncia r = cos 6 e interior a cardiéide r = 1 — cos 0.
(13.3) Interseccao do circulo r = cos # com o interior da cardidide r =1 — cos 6.
(13.4) Intersecgao dos circulos r =4 cos § e r = 2.
(13.5)

13.5) Interior a rosacea r = 2 sen 26.



.6) Interior a rosdcea r = 2 cos 30 e exterior a circunferéncia r = 1.
3.7) Interior & lemniscata r* = a? cos 26.
.8) Interior & rosicea r = sen 20 e exterior a circunferéncia circunferéncia r = cos 6.

Exterior a limagon r = 2 —sen 6 e interior a circunferéncia r = 3 sen 6.

Comprimento de arco em coordenadas polares

[14] Calcular o comprimento de arco das seguintes curvas dadas em coordenadas polares:

(14.1) aespiral r = 0%, 0 <0 < /3 (14.2) a espiral r = % e, 0<f<nm
(14.3) a cardioide r = 1 + cos ¢ (14.4) r = —1 +sen 0
(14.5)7’:((:089—}—8611«9),Og@gg (14.6) r =TI +sen20, 0<0 <
[15] Determine o comprimento da espiral logaritmica r = ¢/ de § = 0 a 6 = 2.
[16] Calcule o comprimento de arco da curva r = 1%6089.

Dominio, Imagem e Curvas de Nivel

[17] Determine o dominio de cada uma das fungoes abaixo e represente-o graficamente:

(17.1) f(x,y) = +Vy —a? (17.2) f(x,y) = Vy?* —4 In (v — y)

2]
(17:3) 7(2,9) =1 (02~ 1) (17.4) f(z,9) = 20
(17.5) f(x,y) = arccos(x — y) (17.6) f(x,y) = arcsec(%2 + y2>

[18] Determine o dominio; determine e trace as intersegdes do grafico com os planos coor-

denados; determine e trace as curvas de nivel; e esboce o grafico das funcgoes:

(18.1) f(z,y) =16 — 22 — y° (18.2) f(z,y) = 92? + 4y”
(18.3) f(x,y) = 22 (18.4) f(x,y) = 1 jyz
(18.5) f(z,y) =8 — 22 — 4y (18.6) f(z,y) = ﬁ

(18.7) f(z,y) = Va2 + y?

[19] Descreva as curvas de nivel da cada fungao:

(19.1) f(z,y) = e =¥ (19.2) f(z,y) = arcsen(y —z)  (19.3) f(z,y) = In (zy)



Limites e Continuidade

[20] Mostre que Plin}l) f(z,y) ndo existe se:
— 10

,I'4 I’Z 2 T 3
0) flrg) = = e RO (202) fa) = L2 e R(0.0)
3 _ T — T 2
203 fe.) = 22 e po 2040) f(z.9) = 22 ¢ R(0,)
20 42 2,9
(205) f(z,y) = ; 7 ¢ P0.0) (20.6) f(z,y) = ; - 4yy2 e Py(0,0)

[21] Calcule os limites:
(211)  lim 1—a?—y? arcsen(zy — 2)

Y lim
(@y)—(21) arctg(3zy — 6)

E— 21.2
(zy)—(0,0) 2+ y? ( )

( (x+y— 4)(:15 + xy)
V2 —y—2 ;o sey#Fd—w
(21.3) lm YU YTS (214)f 1 (z—=1)+(y —3)
(zy)—(20) 20 —y—4 k

6P0(1,3)
2; sey=4—=x

[23] Estude a continuidade das seguintes fun¢oes no ponto :

[ @ osen (5] @) £ 000)

(23.1) f(2,9) =  (0,0)

\ 0 (x,y):(0,0)
( = s,
(23.2) f(a,y) = { 3“5@/’ v z . (0,0)
(Y Yy=—35%
(220 () £ (0,0
(28.3) f(w,y) = ' +" (0,0)
L0, (z,y) = (0,0)



Derivadas Parciais de 12 ordem

[24] Calcule as derivadas parciais das seguintes fungoes:

Tty x?
24.1) 2 = ——= 24.2) z = VY 24.3) z=¢€¥*In [ —

(24.1) =z e (24.2) z = arcsen(,/zy) (24.3) z=e¢ n<y>
(24.4) z =2y + sen (xzy) (24.5) z=e"cos 2r —y) 24.6)w = %
[25] Para as fungoes abaixo calcule, caso exista, as derivadas parciais, nos pontos indica-

dos:
x
(25.1) f(z,y) = z cos (— + 7T>; Py(0,1)

Y
(25.2) f(z,y) = arctgy/4z? —y?;  Po(1,1)
(25.3) f(z,y) = tg[zIn (1 +y)l;  Fo(m,0)
( 30242y se y £ 12

(25.4) f(z,y) :{ a2 —y - Py(1,0) e Py(1,1).
L3 D sey = 1’

[26] Verificar a identidade proposta para cada funcao dada:

0z 0z
26.1) z = a1 — 25y: 9z 0z 4 4
(26.1) 2z = ay® — 2°y; Voe T, =Y —F
(26.2) z = In (v/2? + y?); x% + yg—z =1
(26.3) 2 = aln (22 + y?) — 2y arctg(¥); x% + yg—z =z+4 2
=y 0z 0z
26.4) z = : - -z
(26.4) = vt Tor Ty, =7
Diferenciabilidade
[27] Considere a fungao f : R? — R definida por
( 2y
! ) s€ (:L” y) % (0’ O)
Flz,y) = { ] + [y]
L0, se (z,y) = (0,0)

Mostre que f nao é diferencidavel no ponto (0, 0).

[28] Seja

( xry
| 2 27 (ZE, )%(0’0)
f(fc,y)z{ VIt Ty ’

\ 0, (z,y) = (0,0)

Mostre que f nao é diferenciavel no ponto (0,0).



Derivadas Parciais de Ordem Superior

[29] Calcule as derivadas parciais de segunda ordem de:

(29.1) z = 23y — 22%y* + Sy — 2z (29.2) z =z cos (zy) — y sen (xy)

(293) Z = CO8 (:Eg + l’y) 29.4) z = 6224_‘1”2 (295) w = evY* (296) w = x2y324

[30] Provar as identidades:

Pf  Pf
(30.1) f(z,t) = sen (ap z) sen (p t); G2W = 5oz
2V 10°V
(30.2) V(z,t) = f(x — ct) + g(x + ct); 88? — g%? =0; f e g sao fungbes derivéveis.
2 2
31] Uma fungao f de x e y ¢ harmonica se satisfazem a equagao de Laplace ﬂ ﬂ =0.
0x?  Oy?
Zz Y

Prove que as fungoes a seguir sao harmonicas:
(31.1) f(z,y) = e cos (y)

(31.2) f(x,y) =In (V22 + 3?)

(31.3) f(z,y) = arctg(%), x> 0.

Regra da Cadeia

[32] Usando a regra da cadeia para z = f(x,y) calcule il

dt
(32.1) z = 2? +2y?, = sen (t), y= cos (t)

(32.2) z = arctg<y>, r=1In(t), y=¢e'

i

(32.3) z = tg <f> , =t y=Int
Yy
[33] Usando a regra da cadeia para z = f(x,y) calcule %, % :
s

(331) z=a*—y? 2=3t—s, y=t+2s
(33.2) z =%, o = 2s cos(t), y = 4s sen (t)
(33.3) 2 =+1+22+y2 x=se", y=se

[34] Seja ¢ : R — R uma funcdo de uma varidvel real, diferenciavel e tal que ¢'(1) = 4.

Seja g(z,y) = q§<§> Calcule:

(34.1) %(1, 1) (34.2) 22(1,1)



[35] Seja f(z,y,2) = g< x2y222> Determine o valor da constante (3, sabendo-se que

of _ of = of
ﬁx% 8y+ 9z

36] Considere a funcao dada por w = xy + 2*, onde 2 = f(x,y). Se % 1,1) =4 e
Ox

f(1,1) =1, calcule g—w(l, 1).

i

[37] Seja f(z,y) = g(:)szy,x?’yz), onde f e g sao funcoes diferencidveis. Sabendo-se que

of of

8x( h=16e oy

—=—(2,1) = 8, calcule as derivadas parciais de g no ponto (4, 8).

[38] Considere f(z,y) = In (zy?) + arctg(z? —y).
2

orf
(381) Calcule m(2,3)
(38.2) Se x = g(u,v) = uv + 2v, y = h(u,v), h(0,1) =3, %(O, 1)=2e
of B of oh
%(O, 1) = —4, calcule = 5 —(0,1) e (%(0’ 1).

Diferenciacao Implicita

[39] Suponha que z = f(x,y) é definida implicitamente como uma funcdo de x e y pela
equacdo %% 4+ 2y?/3 + 322/ = 1, onde z,y, e z sao nimeros reais positivas. Usando

derivagao implicita, calcule — -
or’
[40] Se z é uma fungao de x e y definida implicitamente pela equagdo zyz = cos (z+y-+2),
0
determine 8—Z no ponto (0,7/4,7/4).
x
[41] Se z é uma funcdo de x e y definida implicitamente pela equacao y+ 2= +¢%z = 1,

calcule g (2,0) e gz (2,0).

[42] Supondo que y € uma func¢éo diferenciavel definida implicitamente pela equacdo F(x,y) = 0, onde F

2 2
também ¢é direfenciavel, mostre que: a7y — _F”F 2bay by + Fny
dx? P}




Plano Tangentes, Reta Tangentes e Normais

[43] Determine a equacao do plano tangente e da reta normal a cada superficie abaixo,
nos pontos indicados:

(43.1) 22 +2y* + 322 =6 em P = (1,1,1)

(43.2) xyz = 6 no ponto cuja projegao no plano y =0 é (1,0, 3)

(43.3) cos (zy) + sen (yz) =0em P = (1,7/6,—2)

(43.4) 23+ >+ 2 — 62y =0 para v = y = 2

(43.5) g(z,y) = 2¥ em (1,1,1)
[44] Determine o plano tangente ao grafico de z = zy que passa pelos pontos (1,1,2) e
(—1,1,1).
[45] Dada a superficie 22 4+ 2y? + 32% = 21, determine as equagoes dos planos tangentes

que sao paralelos ao plano z + 4y + 6z = 0.



Respostas

.f {r L(1, 120°),  Py(1, 480°), Py(—1, 300°)

[1]{ | Pi(VE, 45°), Pi(—v2, —135°), Pi(—v/2, 225°)
L (13) 2 (14) Py(3, 150°)  (1.5) Pp(1, —27)

2] { (2.1) Circulo: r =4 (2.2) Reta: § = 45°

=4} (32 E()={0=(2n+ 1)%; n ez}

{r=
{r =2 cos 0} (3.4) E(C) ={r =2cos 46; r = —2 cos 40}

(4.1) Sim  (4.2) Sim  (4.3) Nao  (4.4) Sim

[5] { (5.1) (3, &) (5.2) (V13, 2 + arctg(—2)) (5.3) (1, 2)

(6.1) 0 = arctg2
(6.2) r* —2r(cos @ +3sen 0) +6 =0

[6] § (6.3) r% cos 20 sen 6 4 sen § — 2 cos § = 0
(6.4) 7 =0 ou r( cos >0 + sen 3¢) — 3% sen 20 = 0 (6.5) r+3sen 6 =0
(6.6)

L r? =16 sec2g
E{ (7.1) 2>+ y* =8y =0 (7.2) zy =1
7] { (7.3) 222+ y2—6—-3y =0 (7T4)y—xtg (22 +y*) =0

U (75) (24122 — 622y + 2P =0 (T.6) (22 + ) = 4(22 — )
\

{ (8.1) (2(—1)", —g +mr), nez  (8.2) (2(—1)", 2% +n7r>, nez
8]
| (33) (2(—1)", 4§+n7r>, nez

:{ (9.1) { (@) r*=—2sen20 (b)r*=—2sen20 (c) r* =2 sen 20

L02{ (@ Nao () Nao  (c) Sim



faony (302
' 02) (6. T, (6, ), (2 T e (2 )

(0.0, 00, 0.0 (52 (3 5),
[10] (10.3){i (5_\/ﬁ arcsen(\/ﬁ_1>> (5—\/T7
( 4 7 4 ’ 4

=)

, T — arcsen (

aon (0). (518

| (10.5)polo (2+v2 %) e (z—ﬁ, %”)

[11] d*> =72 4+ r5 — 2r 1y cos (02 — 6,)

[12]

% (122)(\ (12.3)

\j S

(12.4) (12.5) (12.6)

10



(12.8)

(13.1) 3@‘” (13.2) Ur +12v3 (13.3) T —1;2\/5 (13.4) 8 —36\/§
[13] 1 (13.5) 2 (13.6) 2m +3v/3 (13.7) a? (13.8) 4 %i63\/§
L (13.9)3v3
| 2T 8 gy e o1 4
[14] { 9 3 iy
| (1498 (14.5) == (14.6) 7v/2
[15] V5(e — 1) [16] 4

[17]
(17.1) {(z,y) e R% 22 —1#£0e y > 2°}

(17.2) {(z,y) e Ry > 20uy < —2ex > y}

TS

11



—~

2 2
173) {(x,9) € R4a% — 4 > 0} (17.4) {(z.0) € B% 2 £ 0e =7V "2 5 0}
T

Y
1

3

N

NN

2 2
17.5) {(z,y) e R} 1 <z —y < 1} (17.6) {(z,y) € RZ; %ﬂﬁ < —1lou %ﬂﬁ > 1}

Y

—~

Y

N AN\

12



[18]

(18.1) D(f) = R?
G(f)NXOY : o circulo: 22 + y* =16
)
N
N
G(f)NXOZ : a pardbola z = 16 — z?
; 16
S

G(f)NYOZ : a pardbola z = 16 — 3>

z

[

;

-

(18.2) D(f)

Ny

— R2

G(f)NXOY : o ponto (0,0)
G(f)NXOZ : a pardbola z = 922

\

/

€

G(f)NYOZ : a pardbola z = 4y?

AN

z

/

Y

Curvas de nivel:

Para z = k, )
k < 16 : circulos 22 + y? = (\/ 16 — k:)

k =16 : ponto (0,0)
k>16: 0

By
NZa

Gréfico: (um paraboléide de revolugao)

Curvas de nivel:

Para z = k,

2

. z2 o
k> 0: as elipses e+ (\/%/2)2 =1
k =0: o ponto (0,0)
k<0:0
Y
Vk/2
ﬁxx/%/?)

N7

Gréfico:

13



(18.3) D(f) = R?
G(f)NXOY : o eixo OY
)

+-.

G(f)NXOZ : a pardbola z = z?
2

vy

G(f)NYOZ : o eixo OY

+-,

(18.4) D(f) = R?
G(f)NXOY : 0
G(f)ﬂXOZZ: areta z =1

T

G(f)NYOZ : acurva z = —14

1+y2
z

/\

Y

Curvas de nivel:

Para z = k,

k>0: asretaszr =vVkex =k
k=0:o0eixo OY

k<0:0

—VE vk

Gréfico: (uma superficie cilindrica)

Curvas de nivel:

Para z =k,

O0<k<1: asretasy:\/ge\/g
kE=1:o0eixo OX

E>1louk<0: 0

Y
1/(k—1)

J=1/(k—1)

Gréfico: (uma superficie cilindrica)

000000000
okRNwhnoNLOR

14



(18.5) D(f) = R?
Curvas de nivel:

G(/INXOY :areta: y = -5 +2
Y Para z =k,

VkeR: asretasy:—gju%

Y
I 4 * \(8—k)
NI AN
G(f)NXOZ :areta z=—2x+8 \@\ x

< 2
8 \

G(f)NYOZ : areta z = —4y + 8

z
8
2\ Yy
Curvas de nivel:
(18.6) D(f) = R? — {(0,0)} Para z = k,
G(f) NXOY : 0 k> 0: elipses (2/%)2 + (1/3\//%)2 -1
ﬂXOZ acurva z = - k<0:90 )
1
Qg
2
(I
NS =4 !
T
fINYOZ : acurva z = lQ Gréfico:
z
x

15



(18.7) D(f) = R? Curvas de nivel:

G(f)NXOY : o ponto (0,0) Para z = k,
G()NXOZ: acurva z = \/|x] k>0: circulos 22 +y? = (k?)?
o k =0 : ponto (0,0)
\/f k<0:0

G(f)NYOZ : acurva z = /|y

z

\/

T

[19]

k < 0, curvas de nivel é vazio

v—=In k . V—Ink
2

(19.1) 0 < k < 1, curvas de nivel sao elipses de semi eixos

k =1, curvas de nivel é o ponto (0,0)

k > 1, curvas de nivel é vazio

p— N e

| k< —— ou k= — - curvas de nivel ewvazio

(19.2)- - -

|
T T . -

"5 = I = —_ curvas de nivel sdo retas paralelas v = x + senk
o o
e e

,c:ek>0

(19.3) { Para k € R, curvas de nivel sao hipérboles y = <
x

(21.4) 4

B~ =

21 { (211) + o0 (21.2) % (21.3)

23] { (23.1) continua (23.2) descontinua (23.3) descontinua (23.4) continua

16



(24.1)

(24.3)

(24.5)

(

254
L (

(

[29]

(29.1)

(20.3)

(02 —a®+y°—2ay (02 1 [ g
i or (a2 +y?)? i or 2\ z— a2y
{ (24.2){
P 0z 2yt -2y P 0z 1 T
Loy (@ +y?) Cay 2V y—ay?
|r 82 -y :L.2 2 T f 8z
%:[?ln <y—>+ﬂey/ L op vty cos (wy)
{ (24.4){
i %: Pln <I_2> _1}611/96 E %::Bjocos (zy)
{9y Lz \y y ( dy
( 0z ., o B
e e™ |y cos (2z —y) — 2 sen (22 — y)]
{- ow
i — =W — —
{7y e™ [x cos (2 — y) + sen (2 — y)]
V3 V3
25.1) fo(Py) =—1, f,(Po) =0  (25.2) fu(Py) = ER fo(Poy) = I
9) Jz\Lo) =Y, Jyldo) =T ) Je\Lo) =Y, Jyllo) =9, AJz\L1), By L1
25.3) fo(Fo) = 0, fy(Fo) (25.4) fo(Po) =0, fy(Po) = 5,8f:(P1), f,(P)
[ 9% 2 [ 0%z 3 2
i 6ry — 4y L or (y° — 2y) sen (zy) — zy~ cos (vy)
i 92~ B ) i 92~ o, 5
i 95 —4x (29.2) i 5y = L ysen (xy) — (2° 4 2x) cos (xy)
E Pz o, E Pz, 2
\ 920y ~ 3x° —8xy + 5 S (ry” — 2x) sen (zy) — (z7y + 2y) cos (zy)

=~
5_2 ] 1 7 1 2 - -
|— =-[|n:n5(.‘fJ =1 t3.‘f" -3 —|5a=:r:(.1:j -V tﬁ.r)] 8%z _ x* +p2) (42 = 2)
| E:'c: -
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